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are applied only when dout < dmin or dout















































































Number  Variable  Type  Possible Values 
1  Beam Thickness  discrete  0, 0.5, 1, 1.5mm
…  …  …  … 
168  Beam Thickness  discrete  0, 0.5, 1, 1.5mm
169  Actuator 1  discrete  1‐168 
170  Actuator 2  discrete  1‐168 










































































Number  Variable  Type  Possible Values 
1  Beam Thickness  discrete  0, 0.5, 1, 1.5mm
…  …  …  … 














kout kact       kresist kresist / kact 
G.A. 
(out/in) 
0.05  408  1.6%  3.6%  46%  15.6  0.038  9 
5  408  3.3%  7.5%  44%  33.1  0.081  1.7 




























kresist / kact = 0.020
kresist / kact = 0.076 





































Number  Variable  Type  Possible Values 
1  Beam Thickness  discrete  0, 0.5, 1, 1.5mm
…  …  …  … 
168  Beam Thickness  discrete  0, 0.5, 1, 1.5mm
169  Actuator 1  discrete  1‐168 
170  Actuator 2  discrete  1‐168 



























































































































































































































































































































































































































































































recognize       from Cartesian linear algebra as the volume 

































































































Number  Variable  Type  Possible Values 
1  Beam Thickness  discrete  0, 0.5, 1, 1.5mm
…  …  …  … 
168  Beam Thickness  discrete  0, 0.5, 1, 1.5mm
169  Actuator 1  discrete  1‐168 
170  Actuator 2  discrete  1‐168 













Thus, the load cases are important to result in meaningful structures.  Imposing even 
very small external loads causes a load-bearing skeleton to appear, and a much 

























































































































































































Number  Variable  Type  Possible Values 
1  Beam Thickness  discrete  0, 1, 2, 3mm 
…  …  …  … 
168  Beam Thickness  discrete  0, 1, 2, 3mm 
169  Actuator 1  discrete  1‐168 
170  Actuator 2  discrete  1‐168 
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Number  Variable  Type  Possible Values 
1  Beam Thickness  discrete  0, 0.5, 1, 1.5mm
…  …  …  … 
168  Beam Thickness  discrete  0, 0.5, 1, 1.5mm
169  Sensor 1  discrete  1‐168 
170  Sensor 2  discrete  1‐168 
































ηL ηC   σmax 
%  mm  MPa 
2  97.3 (1.8)  2.0 (1.0)  6.7 (3.2) 
3  97.9 (2.3)  1.8 (0.9)  5.7 (2.4) 
4  98.8 (1.5)  1.7 (0.6)  6.2 (2.6) 




































































‐65    ‐54    ‐42    ‐30    ‐18  ‐6.0    5.7  18     29     41






















































Number  Variable  Type  Possible Values 
1  Beam Thickness  discrete  0, 0.5, 1, 1.5mm
…  …  …  … 
168  Beam Thickness  discrete  0, 0.5, 1, 1.5mm
169  Sensor 1  discrete  1‐168 
170  Sensor 2  discrete  1‐168 
171  Sensor 3  discrete  1‐168 
172  Actuator 1  discrete  1‐168 
173  Actuator 2  discrete  1‐168 











































length ratio  control.  observ.  actuator  external  strain 
ηL ηC ηo     min|ε| 
%  %  mm  mm  microstrain
2  73 (29)  98 (2)  2.3 (1.7)  4.1 (1.8)  11.0 (8.5) 
3  88 (15)  98 (3)  1.7 (0.8)  3.6 (1.7)  9.0 (6.9) 
4  80 (24)  98 (4)  2.0 (1.3)  3.1 (1.2)  14.3 (8.9) 



































































































































































control.  observ.  actuator  external  strain 
ηC  ηo      min|ε| 
Nominal Value  91.54% 99.55% 1.09 3.70  364
Values below are in units / mm 




x  0.146% 0.075% 0.00013 0.15  12.5
y  0.137% 0.028% 0.00001 0.10  12.5
6 
x  0.189% 0.090% 0.00000 0.08  11.5
y  0.303% 0.142% 0.00002 0.11  17.5
9 
x  0.035% 0.001% 0.00004 0.01  5.9
y  0.018% 0.009% 0.00003 0.01  1.5
11 
x  0.003% 0.006% 0.00001 0.08  0.4
y  0.006% 0.006% 0.00003 0.04  0.3
12 
x  0.046% 0.063% 0.00923 0.73  16.9
y  0.037% 0.230% 0.00435 0.71  29.5
16 
x  0.019% 0.009% 0.00004 0.10  0.8
y  0.037% 0.011% 0.00000 0.14  0.9
18 
x  0.480% 0.086% 0.00050 1.02  29.4
y  0.442% 0.120% 0.00058 1.23  39.2
21 
x  0.128% 0.004% 0.01002 0.04  2.4
y  0.082% 0.008% 0.01562 0.04  1.4
22 
x  0.070% 0.038% 0.00048 0.04  5.2
y  0.367% 0.161% 0.01101 0.47  18.6
23 
x  0.112% 0.045% 0.00023 0.21  9.1
y  0.486% 0.208% 0.00026 1.04  34.2
24 
x  0.000% 0.000% 0.00000 0.00  0.0
y  0.089% 0.115% 0.00023 0.11  6.4
25 
x  0.187% 0.022% 0.00012 0.17  11.5
y  0.001% 0.055% 0.00007 0.05  6.3
average  0.14% 0.06% 0.00221 0.28  11.4













control.  observ.  actuator  external  strain 
ηC  ηo      min|ε| 
Nominal Value  91.54% 99.55% 1.09 3.70  364
Values below are in units / mm 
Beam  Thickness  Nodes  %/mm  %/mm  mm/mm  mm/mm 
microstrain 
/ mm 
3  1  1‐9  0.90% 0.91% 0.0006 0.10  6
6  2  1‐12  0.07% 0.80% 0.0030 1.28  32
34  1  6‐12  6.47% 3.04% 0.0014 0.64  287
71  3  11‐22  0.19% 0.40% 0.0046 0.82  21
74  1  9‐12  0.13% 11.77% 0.0004 0.03  973
80  3  12‐18  3.51% 1.43% 0.0003 0.68  54
117  3  18‐23  2.66% 0.07% 0.0010 0.33  77
118  1  18‐25  1.07% 8.71% 0.0008 3.31  33
137  3  21‐22  0.20% 0.11% 0.0011 0.05  14
143  3  22‐23  3.48% 1.41% 0.0056 0.57  231
148  3  23‐24  0.21% 0.14% 0.0006 0.13  32
152  3  24‐25  0.04% 0.16% 0.0000 0.13  30
Act1  1  12‐21  1.52% 1.17% 1.0990 0.89  239
Act2  1  9‐25  0.41% 1.09% 0.0083 0.79  59
Act3  1  16‐22  0.00% 0.49% 0.0085 0.78  38
average  1.6% 2.4% 0.0016 0.67  149






























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Number  Variable  Type  Possible Values 
1  Beam Thickness  discrete  0, 0.5, 1, 1.5mm
…  …  …  … 
185  Beam Thickness  discrete  0, 0.5, 1, 1.5mm
186  Sensor 1  discrete  1‐185 
187  Sensor 2  discrete  1‐185 
188  Sensor 3  discrete  1‐185 
189  Actuator 1  discrete  1‐185 
190  Actuator 2  discrete  1‐185 
























































































































































































Number  Variable  Type  Possible Values 
1  Beam Thickness  discrete  0, 1, 2, 3mm 
…  …  …  … 
150  Beam Thickness  discrete  0, 1, 2, 3mm 
151  Sensor 1  discrete  1‐150 
152  Sensor 2  discrete  1‐150 
153  Sensor 3  discrete  1‐150 
154  Actuator 1  discrete  1‐150 
155  Actuator 2  discrete  1‐150 



























Node (1)  (2)  (3)  (4)  (5)  (6)  (7)  (8) 





























































































































































control.  actuator  external  stress 
ηL ηC     σmax 
%  mm  mm  MPa 
2 86 (11) 1.9 (0.9) 1.7 (1.6) 11 (6.9) 
3 92 (6) 2.2 (1.0) 3.5 (3.6) 8 (6.2) 
4 96 (7) 1.7 (0.8) 1.4 (1.5) 15 (8.4) 
5 97 (5) 1.2 (0.7) 0.7 (0.5) 12 (6.1) 
Table 26:  Summary of Results for Single Point Manipulation.  These report the averages and (standard 
deviations) for the results of the 5‐ground‐node problem, seen in Figure 85. 
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Figure 86: Solution Points for Single Point Manipulability.  5‐ground‐node problem. 
Each point represents the individual solution attained for each optimization run.   
This figure displays the relationship between achievable controllability and  . 
Optimality increases toward the upper‐right corner. 
 
Figure 87: Solution Points for Single Point Manipulability.  5‐ground‐node problem. 
Each point represents the individual solution attained for each optimization run.   
This figure displays the relationship between achievable controllability and  . 
Optimality increases toward the lower‐right corner. 
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Figures 88‐90 depict the nonlinear analysis of the structural deformation caused by each 
of the three actuators for one of the resulting structures.  Displacement is multiplied by 
5 to allow easy observation of the different directions achieved by each actuator. 
 
Figure 88:  Nonlinear FEA results for Manipulability.  The output node in the upper‐right corner is 
deflected due to the activation of the indicated actuator.  Design footprint is 250mm x 200mm. 
active 
actuator
actuator 
 
actuator 
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Figure 89:  Nonlinear FEA results for Manipulability.  The output node in the upper‐right corner is 
deflected due to the activation of the indicated actuator. Design footprint is 250mm x 200mm. 
 
Figure 90:  Nonlinear FEA results for Manipulability.  The output node in the upper‐right corner is 
deflected due to the activation of the indicated actuator. Design footprint is 250mm x 200mm. 
actuator 
active 
actuator
actuator 
actuator 
active 
actuator 
actuator 
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7.3 Chapter Summary 
This chapter extended the concepts of component orthogonality from the previous 
chapter to the task of single‐point manipulation.  As with the shape‐morphing results, 
designs were able to achieve linear independence of control at levels near 100%.  
However, the desire to control rotation introduced a new limitation on the 
methodology, as large rotations are beyond the scope of linear analysis and thus the 
metrics of linear independence.  Even with several different arrangements of fixed 
points in the design domain (to encourage leverage in different directions), large 
rotations were still infeasible.  This finding is addressed in the next chapter, in terms of 
how to handle the large (and desirable) nonlinear deflections commonly exploited in 
compliant mechanisms.  But first, the next chapter summarizes all of the work thus far, 
highlighting the major contributions and findings.  Then, in addition to the issue of 
nonlinearity, other future work is proposed in the areas of controls and dynamics. 
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8. Chapter 8 
 
Conclusions 
8.1 Conclusions 
I have demonstrated the ability to design flexible structures (i.e. compliant mechanisms) 
possessing the qualities of controllability and observability.  Even with low‐fidelity linear 
modeling, the attained results demonstrate all of the design requirements, indicating 
strong algorithm performance.  The addition of nonlinear analysis and additional 
analysis elements for each beam will allow greater flexibility in any given structure and 
increase the likelihood of more and better multifunctional solutions.  These studies also 
pointed out other basic research issues, particularly in parameterization and forming 
objective functions.  Convergence required complex, nonstandard "genetic engineering" 
of the design population members during the genetic algorithm: trimming of 
superfluous substructures, computationally expensive graph searches, and identification 
of ineffective rigid‐body segments.  The unbalanced tradeoff between controllability 
and large actuated deflection has also been identified, along with a family of parameters 
to balance the struggle. 
While genetic algorithms are often criticized for their slow speed, many of the 
simplifying assumptions allow for large optimization runs to be completed with 
appreciable speed.  A given design study typically requires 60 optimization runs (15 runs 
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for 4 different length constraints) each with 200 members in the population, running for 
300+ generations, and yet finishes in a few hours.  With the ground node structure, the 
elemental stiffness matrices and the connectivity data structures are calculated only 
once.  Further time savings come from the linear analysis.   
Further, the actual utility of the genetic algorithms exceeds that reported in this work.  
While it is useful in looking at average performance when designing the best design 
algorithm, in actual practice it is the maximum values that matter.  That is, when solving 
a particular problem one might run the algorithm 10 or 20 times and choose the best of 
all the resulting solutions. 
8.2 Contributions 
This dissertation advances the current state of the art in electromechanical systems 
design in several fundamental ways.  Traditionally, structures, mechanisms, actuators, 
and sensor design is the focus of different people paying marginal attention to one 
another, resulting in suboptimal systems.  This research paves a way for a scientific 
approach to true multifunctional, mechatronic system design. 
• Essential metrics for the inclusion of embedded components in a multifunctional 
compliant system have been developed and investigated. 
• A design parameterization capable of representing both structural topology and 
actuator/sensor placement simultaneously has been implemented and tested. 
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• The essential framework for the integration of controls with compliant 
mechanisms has been established.  Specifically, the concepts of controllability 
and observability, as defined for compliant systems, have been proven as a 
successful starting point for the design of controllable systems. 
• Through examples and design studies, the metrics and the methodology have 
demonstrated that multiple, optimally‐placed components indeed offer 
performance benefits for mechanical systems, both in terms of efficiency and 
multifunctional execution. 
One final intended contribution is the exposure of readers to the creative extension of 
the new metrics and methodology beyond their intended purpose.  That controllability 
works as well for point manipulation as it does for shape‐morphing should suggest these 
tasks are only the beginning and that much more is likely capable of compliant systems. 
8.3 Future Research 
Further work may enable new applications in the compliant paradigm, such as medical 
implants (low back pain/disk replacement), exoskeletons, adaptive‐fit prosthetics, 
artificial organs, flapping‐wing micro‐air‐vehicles, and reconfigurable surfaces for a wide 
range of applications.  Specific methods to explore include alternative 
parameterizations, such as Load Path (connectivity‐based discretization), and nonlinear 
FEA analysis within synthesis.  The combination of both controllability and observability 
terms within the same objective function has closed the loop for adaptive shape‐
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morphing structures.  A future example is a wing that can perform large (nonlinear) 
changes between different trailing edge configurations and yet be (linearly) adaptable 
to variable loading conditions while in any one of those configurations. 
8.3.1 Issues of Nonlinearity 
Extending the range of motion of these systems to the larger, nonlinear displacements is 
of immediate interest.  One of the inherent benefits of compliant mechanism is their 
ability to undergo large deformations and rotations within the linear yield stress limits 
of their constitutive materials.  It is likely that another broad range of applications will 
become evident after large‐deformation, controllable devices are feasible. 
One of the key issues to be investigated is the development of metrics of 
controllability/observability for nonlinear mechanisms.  The guiding principle of this 
dissertation, superposition via linear independence, is no longer definable for nonlinear 
structures.  That is, (a) a new definition is required and (b) the metric will require explicit 
calculation.  The task of quantifying such a new concept of controllability requires 
explicitly looking at all the possible shapes a given set of actuators can achieve, and the 
work becomes more similar to the calculation of workspace size in robotics.  
Accordingly, the metric is not achievable by any simple one‐time calculation.  Rather, 
the range of achievable shapes is only found by doing a complete search of all 
combinations of each degree of motion being actuated through their ranges of motion.  
New optimization techniques may be required to handle the corresponding explosion in 
computation costs. 
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8.3.1.1 Possible Solutions 
As an alternative to all the developmental work and computation required for the 
thorough design metric described above for nonlinear performance, there are several 
more readily handled options.  First, for many applications it may turn out that linear 
may be good enough for topology synthesis.  Further fine tuning can be done on 
finished topologies, where the cost of the aforementioned workspace analyses will not 
be so significant. 
Even without doing the workspace analysis, it may be found acceptable to use the linear 
results if the limits of linear motion are acceptable.   If this is not the case, then one 
requires a method of easily estimating the amount of error for when the linearly 
designed device is used in the real nonlinear world. 
A final possibility is to seek local, linear controllability about several shape 
configurations that are separated by large, nonlinear displacements.  For example, one 
might design a shape‐morphing aircraft structure that uses nonlinear deformation to 
move between two specific target shapes, but has small‐displacement controllability in 
both of those configurations so as to reject disturbance and fine‐tune the performance. 
Ultimately, I suggest considering the shape‐change problem where the airfoil has an 
initial curve and a target deflected curve to achieve a prescribed function.  The system 
will need to be adaptable and robust to unknown external loading in both 
configurations.   
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8.3.2 Nonlinear Actuators 
The previous section addressed nonlinearities of the structural performance.  However, 
there is the issue of the actuators themselves, which often have nonlinear force‐
displacement relationships.  It should be possible to find the structural response under 
nonlinear actuation, which may have very little effect on the nonlinearity of the overall 
structure.  That is, the actuators act only locally, and their effect throughout the 
structure may be quite constant, allowing for the principle of superposition. 
8.3.3 Controls 
I have succeeded in developing controllable and observable structures without 
regarding the controller design itself.  In essence, I have made the systems as 
controllable as possible so that any desired controller can be applied in the quasi‐static 
regime.  That is, for any given deformed shape that is sensed, the control designer can 
design a lookup map ahead of time with the appropriate actuation response.  Another 
option would be simple disturbance rejection, where a PID controller tries to maintain 
structural shape under changing loads.  Some applications may favor an adaptive 
controller that takes into account the structural response along with another exterior 
metric such as measured air speed, drag, or turbulence, and modifies the actuated 
response until the exterior metric is satisfied. 
One issue of immediate importance is determining the closed‐loop performance of 
systems with the properties of controllability (or observability).  For these systems, 
controllability is defined in the case of zero external structural load.  The effect of 
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external loads on controllability must also be explored, as these structures are intended 
to always be interacting with the environment.  See Figure 76 in §6.6 for an initial 
examination of this problem.  It is currently assumed that the combination of actuator 
and external loading can be superimposed.  Thus, when under external load, application 
of the actuators will not result in the shapes calculated above, but in relative 
displacements of the same magnitude.  The data acquired from the sensors will 
therefore consist of components from both the actuator loading and external loading.  
However, a system model within the controller should be able to separate these 
components and provide the desired closed‐loop effect.  In the end though, the 
absolute range of controllable surface motion is not a constant, but will change with 
changing external loads. 
8.3.4 Dynamics 
This work has solely focused on static and quasi‐static applications of compliant 
systems.  The next step to dynamic operation is a considerable one.  Here, the solutions 
will be tightly coupled with the controller design, which will no longer be able to reside 
outside of the optimization loop.  Some tasks such as vibration isolation have already 
been addressed in the literature, as described in Chapter 2.  However, the combination 
of these tasks with mechanical shape‐change tasks is yet to be explored.  Further, it may 
be possible to design the natural vibration modes of a structure to be precisely the 
required independent shape modes required for controllability.  On the other hand, just 
the opposite would be required in some applications:  the desired shape‐change modes 
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should be as far from the vibration modes as possible, to decouple the system and 
prevent undesirable shape‐change in vibratory situations. 
8.4 Chapter Summary and Final Word 
There are many applications to be explored that can benefit from highly multifunctional 
and controllable systems with embedded actuation and sensing.  While there are still 
many issues to be addressed, the methodology and findings of this dissertation open 
the door for a much broader approach to creating highly multifunctional systems.  
Addressing the issue of nonlinearity will extend the benefits to many more applications, 
as devices will become more adaptive and "life‐like" in their function and performance.  
Likewise for the consideration of dynamics and controls algorithms, these will all enable 
tighter integration of a device with its environment and an eventual sense of "self" that 
will drive its internal model of interaction. 
Many of the systems in nature have clearly solved the problem of using a limited 
number and supply of materials to perform many conflicting objectives, effectively and 
all at once.  As research in the field of compliant systems grows, it will continue to 
benefit from the study and inspiration of biology, and will eventually aid in 
understanding the underlying design principles of nature herself. 
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